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Abstract; With the increase of complex engineering systems, structural reliability has become a 

major consideration in the design of durable machines and structures. In general, structural 

reliability analysis requires the failure probability of the structural component. However, the 

exact solution of the failure probability requires the calculation of a multi-dimensional integral 

which often needs large memory and computing time. For this reason, the availability of a 

computer code for calculating the failure probability is important for practical use of reliability 

methods. 

In this study, an effcient and accurate computer code for calculating the failure probability 

of the structural component is developed. The developed code is jointly based on the advanced 

first order second moment (AFOSM) method and the Monte Carlo simulation technique with 

importance sampling. The augmented Lagrangian method and the DFP method, which are 

known as the nonlinear optimization procedures, are utilized for calculating the coordinates 

of the design point. Then the failure probability is evaluated using the importance sampling 

technique weighted around the design point. 

A simple reliability problem is solved to demonstrate the accuracy and the efficiency of the 

developed computer code. The high performance of the developed code is confirmed. 

Keywords; Structural Reliability, Failure Probability, Advanced First Order Second Moment 

Method, Monte Carlo Simulation, Importance Sampling 

1. 緒 言

現在産業界で使用されている機械や構造物の強度

設計に際しては，作用する荷重や材料の強度特性な

どは確定値とみなしている。しかし，実際の荷重や

材料強度はいずれもある不確定性を有しているため，

安全率等の係数を用いて強度上の余裕を持たせるこ

＊機械研究部 MechanicalSafety Research Division 

とによって，この不確定性に対処している。したがっ

て，安全率の大きさはその機械・構造物の破壊事故に

対する安全裕度に極めて大きな影響を及ぼすことに

なるが，従来は同種の機械・構造物に関する過去の実

績や設計者の経験・主観に基づいて安全率の大きさ

が決定されてきたのが現状である。

しかし，近年，機械・構造物は著しく大型化してお

り，航空機産業，原子力産業の分野等では特に複雑



-12 - 産業安全研究所研究報告 RIIS-RR-92 

化・高度化が進んでいる。このような機械・構造物に

ひとたび破壊事故が発生すると重大な災害をもたら

すため， もはや従来の主観や経験に甚づく設計は許

されず，信頼性を定量的に評価した設計を行なう必

要が生じてきている。一方，工業的には経済性の問

題も無視することはできない。通常，安全性を高め

ると経済性は低下するため，安全性と経済性を高度

にバランスさせた設計が求められることになる。

このような要求に答えるために，近年，荷重や材料

強度の不確定性を確率論的に取り扱い，信頼性を定

量的に評価する信頼性設計法が注目されている。実

際に信頼性設計を行なうためには，問題とする破壊

モードに対する破壊条件式とその破壊に関与する確

率変数の統計的性質から破壊確率を求める必要があ

る。しかし，数学的には破壊確率は多重積分によって

定義されるため，その解析的評価は事実上不可能で

あり，従来はモンテカルロシミュレーションや数値積

分などの数値解析法によって破壊確率の評価が行な

われていた。このため，変数が多くなると実用的な

計算時間内に精度良く破壊確率を計算することは困

難であった。そこで，本研究では AFOSM法と重み

付きモンテカルロ法を組み合わせることにより，正

確な破壊確率を効率的に評価することが可能なシス

テムを開発した。

2. 破壊確率の計算と重み付きモンテカルロ法

2.1 破壊確率の計算法

ふ，X2,・・・,Xnが破壊に関与する確率変数である

とき，対象物の破損モードに対する破損条件式（限

界状態関数）を

G(X) = G(X1,X2, ・ ・ ·,Xn)~0 

とする。このとき， fx(x1,x2, ・ ・ ・, Xn)を x1,x2,

·••,Xnの結合確率密度関数とすれば，破壊確率乃は

Pf= J J・ ・ ・J fx(x1, x2, ・ ・ ・, Xn) 
G(x)::;o (2) 

dx1dx2・・・dXn

で定義される見

通常，式 (2)を解析的に評価することはできない

から，数値計算が必要とされる。数値計算の手法と

しては次の 2通りの方法がある。

1. 数値積分法

2. モンテカルロ法

L の数値積分法は式 (2)を離散化して数値積分を

行なう方法であるが，この方法では変数の数が多く

なると必要とされる主記憶空間の大きさと計算時間

はいずれも飛躍的に増大してしまい，多次元化が困

難である。これに対して， 2.のモンテカルロ法は式

(2)を直接評価するのではなく，疑似乱数を用いて確

率変数 X1,X2,・・・,Xnの実現値 x1心2,・ ・ ・,XnのN

個のペアを発生させ，そのうち M個が破損条件を満

足させた場合に，

M
-
N
 

――
 pf 

(3) 

によって破壊確率を評価する方法である。モンテカ

ルロ法は数値積分法と比較して多次元化が容易であ

るが，通常，破壊確率は極めて小さい値となるため，

その値を精度良く推定するためには非常に多くの乱

数を発生させる必要があり，計算時間や疑似乱数の

周期性が問題となってしまう。そこで，少数の乱数で

精度の良い値を得るための手段として，層別サンプ

リングや重み付きサンプリング等の手法2)が考案さ

れているが，本研究では特に重み付きサンプリング

によるモンテカルロ法，すなわち，重み付きモンテ

カルロ法を用いることにする。

2.2 重み付きモンテカルロ法の原理3)

通常のモンテカルロ法では，確率変数ベクトルX=

{X1,Xぃぷ｝の関数

(1) を用いて，

¢(x) = { 1, for G(x) :S 0 
0, for G(x) > 0 

Pf= J cp(x)f(x)dx 
all x 

pf= J cp(x)!J翌h(x)dx
all x h(x) 

(4) 

(5) 

によって破壊確率を評価する。式 (5)は， f(x)なる

確率密度関数を有する乱数 X を発生させて， ¢(x)の

平均値を求めていることに相当するが，大部分の X

に対して¢(x)= 0となってしまうので極めて効率が

悪い。そこで，重み確率密度関数 h(x)を導入し，式

(5)を

(6) 
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h(x), f(x) 

Xe X 

Fig. 1 Illustration of the weighted probability den-
sity function 
重み確率密度関数の例

のように変形する。式 (6)では， h(x)なる確率密度

関数を有する乱数 xを発生させて， cp(x)f(x)/h(x)

の平均値を求めていることになり， h(x)を適当に選

ぶことによって効率を飛躍的に上げることができる。

このような手法を重み付きモンテカルロ法と呼ぶ。

通常，重み確率密度関数 h(x)は，式 (1)を満たし

やすい Xの値で密度が高くなるように選ぶ。例えば，

限界状態関数が g(x)= Xe -x~0 であるような 1

次元問題の場合には，重み確率密度関数 h(x)はFig.

1のように選べばよい。なお，重み付きモンテカルロ

法の計算効率に大きな影響を及ぼすのは重み確率密

度関数の平均点であり，その形状はあまり影響を及

ぼさないので，重み確率密度関数は元の確率密度関

数 f(x)を並行移動させたものを用いることも多い。

2.3 AFOSM法による重み確率密度関数の平均点の

決定法

前述の例では，重み確率密度関数の平均点を容易

に決定することができたが，多次元問題に対して，一

般性のある形で重み確率密度関数の平均点を決定す

ることは必ずしも簡単ではない。そこで， AFOSM

(Advanced First Order Second Moment)法の重要

な概念である設計点 (DesignPoint)を重み確率密

度関数の平均点として採用することが Schuellerらに

よって提案されている4)。

設計点を求めるためには，破損に関与する確率変数

ふ，X匹 ・・,X詮標準正規確率変数 Z1,Z2, ・・・,Zn 

に変換して考える。いま，このように変換された n次

元の標準正規確率空間を zとし， z上での限界状態関

数を g(z)~ 〇とする。設計点は超曲面g(z)= 0上で

原点までの距離が最短となるような点として定義さ

Z2 Z : Standard Normal Space 

R
 

Safe Domain 

O Z1 

Fig. 2 General idea of the reliability index and the 
design point 
信頼性指標と設計点の概念図

れる。設計点の概念を 2次元の場合について， Fig.

2に示す。

実際に設計点を求めることは，

2 2 
d(z) = z1 +z2 + 

2 . 
・・・十 Zn→ mm. 

Subject to g(z1, z2, ・ ・ ・, zn) = 0 

ヽ
｀
~
ヽ
．
~
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なる非線形最適化問題を解くことに帰着される。

なお，標準正規確率空間の原点は各確率変数の平

均値に一致するから，原点から超曲面 g(z)= 0まで

の最短距離は，破損状態が破損に関与する確率変数

の平均的な状態からどの程度離れているかの目安と

なる。そこで，この最短距離を信頼性指標f3と呼び，

信頼性設計の指標とすることがHasoferとLind5)に

よって提案されている。信頼性指標9は破損に関与す

る確率変数の分布形が不明であっても，平均値と標

準偏差だけから算出することができるから，近年，実

用的な信頼性評価法としてf3を用いる方法が注目され

ている。本研究で開発したシステムでは，設計点を

求める際に9も求めることができる。

3. 開発した破壊確率評価システムの概要

3.1 全体の構成

開発した破壊確率評価システムの全体構成を Fig.

3に示す。ユーザが入力する必要があるのは，問題に

している破壊モードについての限界状態関数と確率

変数 Xの統計的特性，すなわち分布形，平均値，標

準偏差，相関係数等である。現在取り扱える分布形
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Fig. 3 Schematic diagram of the・developed system 
開発したシステムの全体構成

は，正規分布，一様分布，指数分布， Rayleigh分布，

対数正規分布，最大値の第 1種漸近分布，最大値の

第 2種漸近分布， r分布，最小値の第 1種漸近分布，

Weibull分布の 10種類である。

実際の解析は以下の順序で行なわれる。

1. 解析条件を入力する。

2. 確率変数ベクトル X が非正規の場合には，

Natafモデル6)によって標準正規確率変数ベ

クトル Yに変換する。

3. yが相関を有する場合には，無相関の標準正

規確率変数ベクトル Zに変換する。

4. 非線形最適化手法によって設計点の探索を行

なう。同時に，信頼性指標gを計算する。

5. 設計点を重み確率密度関数の平均点として重

み付きモンテカルロ・シミュレーションを行

ない，破壊確率乃を算出する。

6. 解析結果を出力する。

3.2 各処理部の詳細

次に，各処理部の詳細について述べる。

3.2.1 Natafモデルによる非正規確率変数の正規化6)

正規分布以外の確率分布を有する確率変数 X孔ま，

次式の Natafモデルによって標準正規確率変数に変

換する。

1'i=屯―1(Fxi(Xi)) (i=l,2,··•,n) (9) 

ただし'<I>―1(-)は標準正規分布関数の逆関数を表し，

Fxi (・)はふの確率分布関数を表す。

Natafモデルでは， Yが n次元正規分布である場

合に， Xの結合確率密度関数を次のように求めるこ

とができる。

fx(x) = fx1 (x1)fの2(x2)・ ・ ・ 

fxn (xn) 
<pn(Y, R') 

<p(y1)<p(y2)・ ・ ・<p(yn) 

(10) 

ここで， <p(・）は 1次元の標準正規確率密度関数であ

り,<pn(Y, R')はpらを要索とする相関行列 R'を有す

るn次元標準正規密度関数である。ただし， pらは xi

とxjの相関係数Pijを用いて，

Pij = 1-:1-: (叫 ~µi) (巧 ~µj)
(11) 

四 (Yi,Yj, Pら）dyidYj 

で定義される。したがって， pらを求めるためには式

(11)を用いて繰り返し積分を行なう必要があるが，本

研究では Liuらの簡易評価式7)によって求めている。

3.2.2 相関のある確率変数ベクトルの無相関化8)

正規確率変数ベクトル Yの共分散行列 Cyの固有

ベクトルから変換行列 A を求め，

Z1 = ATY (12) 

によって相関のない確率変数ベクトル Z'に変換する。

ただし， ATは変換行列 A の転置行列を表す。そし

て， Z'を標準化して無相関の標準正規確率変数ベク

トル Zを求める。

3.2.3 非線形最適化手法による設計点の探索法

式 (7),(8)に示されるような制約条件のある非線形

最適化問題を解く方法としては，ペナルティ法，バ

リア法，増大 Lagrange関数法等のように，制約条件

付き問題を制約条件なし問題に変換して解く方法が

一般的である9)。本研究では収束性と安定性を考慮し

て，これらの手法の中から，増大 Lagrange関数法を

採用した。

増大 Lagrange関数法では，式 (7),(8)の局所最適

解を求めることは，増大 Lagrange関数

1 
La(u, 入） = d(u) +入g(u)+ -r{g(u)}2 (13) 

2 
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L=5m 

Fig. 4 Cantilever beam subjected to concentrated 
load 
端部に集中荷重を受ける片持ち梁

を最小化することに帰着される。ただし，入は La-

grange定数， rは十分大きな有限の正定数である。こ

れは制約条件のない最適化問題であり，本研究では，

準Newton法の一種である DFP(Davidon-Fletcher-

Powell)法10)によって解いている。ただし，通常は

Lagrange定数入，十分大きな有限の正定数 rも不明

であるから，適当な初期値入o,氾を選んで，

入k+l=入k+芯g(uり，

k+l k 
入=er ， 

k = 0, 1, 2, ... (14) 

c > 1, k = 0, 1, 2, ・ ・ ・(15) 

によって更新する必要がある11)。

3.2.4 重み付きモンテカルロ法に適した疑似乱数の

発生法

重み付きモンテカルロ法では比較的少数の疑似乱

数で破壊確率を評価するため，特に疑似乱数の一様

性は重要である。そこで， Bourgundらが提案して

いるアルゴリズム12)によって疑似乱数を発生させて

いる。

3.3 その他

本システムの開発は富士通株式会社製のエンジニ

アリング・ワークステーション S-4/IX上で行なった

が，ソースコードは全て標準的な C言語によって記

述しており，特殊な組み込み関数は使用していない

ので，容易に異なるコンピュータに移植することが

可能である。

また，作業用のメモリは動的に確保しているので，

16ビット・パーソナルコンピュータ程度の主記憶空

間でも比較的大きな問題を解くことが可能になって

いる。

4. 実際の解析例

ここでは，本研究で開発した破壊確率評価システ

ムの簡単な実行例を示し，重み付きモンテカルロ法

の有効性等について考察する。

4.1 問題の設定

Fig. 4に示すような集中荷重 Pを受ける片持ち梁

を考える。この片持ち梁は曲げモーメントの最大値が

限界モーメント Mtを越えた時に破壊するものとす

る。ここでは，簡単のため Mt,Pを正規分布に従う

確率変数， Lを確定値と考え，以下のような平均値，

標準偏差を有しているものとする。ただし， E[・],a[・] 

はそれぞれ平均値，標準偏差を表す演算子である。

E[M1]= 20kN・m 

E[P] = 2.0 kN 

E[L]~5.0 m 

び[Mil=2.0 kN・rn 

a[P] = 0.5 kN 

a[L] = 0.0 rn 

このとき，この破損モードに対する限界状態関数は

G(MJ, P) = Mt -5P戸0 (16) 

で表される。

4.2 解析結果

前節で設定した問題の破損曲面は，

Mt-E[M月
Z1 = 

cr[MJ] 

P-E[P] 
恥＝

び[Pl

のように Mt,Pを標準正規化することにより，

g(Z1, Z2) = 4Z1 -5Z2 + 20 = 0 

Pt = <I>(-(3) = 8.94 x 10―4 

(17) 

(18) 

(19) 

となる。式 (19)は直線を表しているから，原点から

の距離が容易に計算でき， AFOSM法の信頼性指標

(3が

20 
(3 =―'::::'. 3.12 (20) 

年

のように求まる。そして，このf3から破壊確率 pfの

厳密解は

(21) 

となる。
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Fig. 5 Comparison of importance sampling and nor-
mal sampling 
重み付きモンテカルロ法と通常のモンテカルロ
法の比較

これに対して，本研究で開発した重み付きモンテ

カルロ法による破壊確率の値と通常のモンテカルロ

法による破壊確率の値をサンプリング数ごとに示し

たのが Fig.5である。重み付きモンテカルロ法によ

れば，通常のモンテカルロ法に比べてはるかに少な

いサンプリング数で精度良く非常に小さい破壊確率

が評価できることがわかる。

5. 結論

産業安全研究所研究報告 RIIS-RR-92 

信頼l生指標f3も算出することができる。

(4) 設計点の探索には，増大 Lagrange関数法と

DFP法を組み合わせた非線形最適化手法を用

いており，収束性，安定性に優れている。

(5)一様性に優れた疑似乱数発生アルゴリズムを採

用することにより，重み付きモンテカルロ法の

効率を増している。

(6) 開発したシステムのソースコードは全て標準的

な C言語で記述されており，移植性に優れてい

る。また，動的なメモリ管理を行なうことによ

り，少量の主記憶空間でも比較的大規模の問題

を解くことが可能である。

（平成 5年 4月 30日受理）

<!> Normal sampling 

本研究では， AFOSM法と重み付きモンテカルロ

法を併用することにより，機械・構造物の破壊確率

を効率的に評価するための汎用システムを開発した。

開発したシステムの特長は次の通りである。

(1) 原則として，破壊に関与する確率変数の統計的

性質と破損条件式（限界状態関数）が与えられ

れば，信頼性指標f3と破壊確率乃を評価可能で

ある。

(2)破壊に関与する確率変数は無相関の正規変数に

限定されず，相関を有する非正規変数に対して

も解析が可能である。

(3) AFOSM法の設計点を重み確率密度関数の平均

点とすることにより，客観的かつ合理的な重み

確率密度関数を設定することが可能である。こ

のように， AFOSM法を利用するため，同時に
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